Théoreme de Féjer

Référence Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels, Mohammed El Amari

Théoréeme :
1) Soit f dans 65z, lim |oyf— flle=0
N—s+oo

2) Soit f dans L}, Jim_[loyf = fll =0

Preuve :

1) Soit 8 €]0, 7|, on pose () = sup{|f(u) — f(v)|;|lu—v| < 5}
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On prend (Ky )y le noyau de Féjer, on a Ky = Z D,, ou D, est le noyau de Dirichlet.
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On sait de plus que : Ky(t)dt=1etKy(x) = —( —
sin(3)
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De plus, Ky(7) = ;(iﬂé;) .Ona

Get<m e <t ein) <sint) < 1. Dot

Sml(; sml(g) Donc : Ky(t) < Nsinlz(g)

Et on a alors :
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lon f(x) = fx)] < 2r Nsin®(3)

On pase a la limsupy_, ., et au sup,¢_
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La fonction f est continue sur le compact [—7, 7. Par le théoréme de Heine, elle y est uniformément

continue. On peut alors faire & — 0, ce qui nous donne que :
lonf = flle =0
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2) Pour f € Lén, ona:



ov f(x) — Fx) = -
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Posons g(t) = ||&f —
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/_” (f(x—1) = f(x))Kn(r) dt] dx
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On applique Fubini-Tonelli car les fonctions sont mesurables positives

417r2// Fx—1) — F(x)|Kn(r) dxdt
471:2/iKN(r)/iV(X—f)—f(x)!dxdt

fll1 € €ax. (g est continue 27-périodique par densité de 63, dans L} . On

montre qu’elle est continue en prenant tout d’abord f continue et a I’aide d’une convergence dominée,
puis on conclut par densité. )
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" e(—n)Kn()dt
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= Ky*g(0) =on(g)(0) = g(0)=0

IN

d’apres ce que I’on a montré dans la premiere partie.
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